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Prébna matura rozszerzona (jesienn 2014 r.)
Zadanie 16 — kilka innych rozwigzan

Wojciech Guzicki

Zadanie 16. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie syme-
tryczna szescienna kostka do gry otrzymamy co najmniej jedna ,,jedynke” pod warun-
kiem, ze otrzymamy co najmniej jedng ,szdéstke”.

Rozwigzanie. Sposéb I. Niech przestrzen zdarzen elementarnych 2 bedzie zbiorem
wszystkich ciagdéw (a, b, ¢) dlugosci 3 takich, ze a,b,c € {1,2,3,4,5,6}. Z reguly mno-
zenia wynika, ze || = 6-6-6 = 216. W tej przestrzeni rozwazamy nastepujace dwa
zdarzenia:

A : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (a,b,c) co najmniej jeden wyraz jest je-
dynka (tzn.a=1lubb=11lubc=1),

B : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (a, b, ¢) co najmniej jeden wyraz jest széstka
(tzn. a = 6 lub b =6 lub ¢ = 6).

Naszym zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunkowego

P(ANB
P(A| B) = %
Poniewaz
P(ANB) = ‘A|g’B| oraz P(B) = %,
wiec y |
NnB
P(A|B) = B

Nasze zadanie sprowadza si¢ wiec do obliczenia |[ANB| oraz | B|. Najpierw obliczymy |B].
Omowie siedem sposobéw obliczenia liczby ciagéw (a, b, ¢), w ktérych co najmniej jeden
wyraz jest szostka. W trzech pierwszych sposobach podzielimy zbiér B na trzy podzbiory
parami roztaczne, stosujac rézne kryteria podziatu. Nastepnie obliczymy liczbe ciagéw
w kazdym z tych podzbioréw (za pomoca reguly mnozenia) i otrzymane liczby dodamy
(a wiec zastosujemy regule dodawania). A oto te trzy pierwsze sposoby.

Sposdb 1. (Liczba széstek) Zbiér B podzielimy na trzy podzbiory parami roztaczne:

Bj : zbiér ciagéw (a, b, c), w ktérych wystepuje dokladnie jedna széstka,
By 1 zbiér ciagdw (a, b, ¢), w ktérych wystepuja doktadnie dwie szdstki,
Bs : zbior ciagéw (a, b, c), w ktérych wystepuja trzy szdstki.

Zbiér By ma 75 elementéw: najpierw wybieramy miejsce dla széstki (mamy 3 moz-
liwosci), a nastepnie w kazde z dwdch pozostalych wolnych miejsc wstawiamy jeden
element zbioru {1,2,3,4,5} (mamy 5 -5 = 25 mozliwoéci); z reguly mnozenia wynika,
ze |By| = 3-25 = 75. Zbiér By ma 15 elementéw: najpierw wybieramy miejsce dla
liczby r6znej od szostki (mamy 3 mozliwosci), a nastepnie wybieramy te liczbe (mamy
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5 mozliwosci); z reguly mnozenia wynika, ze |Bs| = 3 -5 = 15. Wreszcie zbiér Bz ma
jeden element: jest nim ciag (6,6, 6). Ostatecznie

|B| = |B1| + |Bz| + |Bs| =75+ 15+ 1 = 91.

Sposéb 2. (Pierwsza szdstka) Zbiér B podzielimy na trzy podzbiory parami roztaczne:

Bj : zbidr ciagéw (a, b, ¢), w ktérych pierwsza széstka wystepuje na pierwszym miejscu
(tzn. a = 6),

By : zbiér ciagbéw (a,b,c), w ktérych pierwsza széstka wystepuje na drugim miejscu
(tzn. a # 6 oraz b = 6),

Bs : zbiér ciagbéw (a,b,c), w ktorych pierwsza szostka wystepuje na trzecim miejscu
(tzn. a # 6, b # 6 oraz ¢ = 6).

Zbiér By ma 36 elementow: na pierwszym miejscu wstawiamy szostke i na kazdym

z dwéch pozostalych dowolna liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5,6} (mamy 6 -6 = 36 moz-

liwosci). Zbiér Bz ma 30 elementéw: na pierwszym miejscu wstawiamy liczbe rézna,

od szostki (mamy 5 mozliwosci) i na ostatnim dowolna liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5,6}

(mamy 6 mozliwosci); z regulty mnozenia wynika, ze |Bz| = 5-6 = 30. Wreszcie zbiér Bs

ma 25 elementéw: na pierwszych dwoch miejscach wstawiamy liczby rézne od széstki

(mamy 5 -5 = 25 mozliwosci). Ostatecznie

|B| = |B1| + | B2| + | B3| = 36 + 30 + 25 = 91.

Sposéb 3. (Ostatnia széstka) Zbiér B podzielimy na trzy podzbiory parami rozlaczne:

B; : zbiér ciagéw (a, b, c), w ktorych ostatnia széstka wystepuje na pierwszym miejscu
(tzn. a = 6, b # 6 oraz ¢ # 6),

Bs 1 zbidr ciagéw (a, b, ¢), w ktorych ostatnia szdstka wystepuje na drugim miejscu (tzn.
b =6 oraz c # 6),

Bs : zbiér ciagéw (a,b,c), w ktérych ostatnia széstka wystepuje na trzecim miejscu
(tzn. ¢ = 6).

Zbiér B; ma 25 elementoéw: na pierwszym miejscu wstawiamy szostke i na kazdym

z dwbch pozostatych dowolna liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5} (mamy 5-5 = 25 mozliwosci).

Zbiér Bs ma 30 elementow: na pierwszym miejscu wstawiamy dowolng liczbe ze zbioru

{1,2,3,4,5,6} (mamy 6 mozliwosci) i na ostatnim dowolng liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5}

(mamy 5 mozliwosci); z reguly mnozenia wynika, ze |Bz| = 6-5 = 30. Wreszcie zbiér Bs

ma 36 elementéw: na pierwszych dwoéch miejscach wstawiamy dowolne liczby ze zbioru

{1,2,3,4,5,6} (mamy 6 -6 = 36 mozliwosci). Ostatecznie

|B| = |By| + | B2| + | B3| = 25 + 30 + 36 = 91.

Nastepne trzy sposoby wykorzystuja inne pomysty kombinatoryczne.

Sposéb 4. (Uzupelnianie) Rozwazamy zbiér B’. Sklada sie on z ciagdéw (a, b, ¢), w kté-
rych nie wystepuje szostka. Z reguty mnozenia wynika, ze ma on 5-5-5 = 125 elementéw
(na kazdym z trzech miejsc wstawiamy jedna liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5}, a wiec na
kazdym miejscu mamy 5 mozliwosci). Stad wynika, ze

|B| = | — |B| =216 — 125 = 91.
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Sposdb 5. (Zasada wlaczen i wylaczen) Definiujemy trzy zbiory:

By : zbidr ciagéw (a, b, c), w ktérych a = 6,
By : zbiér ciagéw (a,b,c), w ktérych b = 6,
Bs : zbidr ciagéw (a, b, c), w ktérych ¢ = 6.

7 reguly wilaczen i wytaczen wynika, ze
|B| = |B1| + |B2| + |Bs| — |B1 N Ba| — |B1 N B3| — |Ba N B3| + |By N Ba N Bs|.
Teraz nietrudno z reguty mnozenia wyprowadzi¢ nastepujace réwnosci:
|B1| = |B2| = |Bs| =36 oraz |ByN By =|B1NB3|=|BsN B3| =6.
Wreszcie |By N B N B3| = 1. Zatem

|B| =36+36+36—6—6—6+1=091.

Sposéb 6. (Poprawiony sposéb bledny) Uczniowie czesto rozumuja w nastepujacy spo-
séb: najpierw wybieramy miejsce dla széstki (mamy 3 mozliwosci), a nastepnie w kazde
z pozostalych dwéch miejsc wstawiamy dowolna liczbe ze zbioru {1,2,3,4,5,6} (mamy
6 - 6 = 36 mozliwosci. Z reguly mnozenia wynika wtedy, ze |B| = 3 - 36 = 108. Blad
w tym rozumowaniu polega na tym, ze ciggi z dwiema szostkami sg liczone dwukrot-
nie, a ciag z trzema széstkami nawet trzykrotnie. Na przyklad ciag (6,2,6) zostal raz
policzony jako ciag, w ktérym najpierw na pierwszym miejscu wstawiliSmy szoéstke, a na-
stepnie na dwoch pozostatych miejscach (tzn. drugim i trzecim) liczby 2 i 6. Drugi raz
zostal policzony jako ciag, w ktérym najpierw na trzecim miejscu wstawiliSmy szostke,
a nastepnie na dwoch pozostalych miejscach (tzn. pierwszym i drugim) liczby 6 i 2.

Ten btad mozna poprawié¢, odejmujac od otrzymanej liczby 108 liczbe ciagéw z dwiema
szostkami oraz podwojong liczbe ciagéow z trzema széstkami. Otrzymamy wtedy

|B| =108 —15—-2-1=108 — 17 =91.

Wreszcie sposdb 7 polega na wypisaniu wszystkich mozliwych ciagéw. Nalezy tu zauwa-
zy¢, ze kolejnos¢ wypisywania ciggéw moze odpowiadaé¢ pierwszym trzem sposobom
rozwiazania. Na przyklad mozemy najpierw wypisa¢ wszystkie ciagi z jedng szoéstka,
potem wszystkie ciagi z dwiema szostkami i wreszcie ciag z trzema szoéstkami — ta
kolejnos¢ wypisywania odpowiada sposobowi I rozwiazania.

Podsumujmy: otrzymaliSmy réwnosé¢ |B| = 91.

Teraz obliczymy |A N B|. Tym razem pokaze jeden sposéb obliczenia. Zbiér A N B

podzielimy na trzy parami roztaczne podzbiory:

P: zbiér ciggéw, w ktérych wystepuje dokladnie jedna jedynka i doktadnie jedna
szostka,

zbior ciagéw, w ktorych wystepuje doktadnie jedna jedynka i doktadnie dwie széstki,
zbidr ciggdéw, w ktorych wystepuje doktadnie jedna széstka i doktadnie dwie jedynki.

R:
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Zbiér P ma 24 elementy: najpierw wybieramy miejsce dla jedynki (mamy 3 mozliwo-
Sci), potem miejsce dla szostki (mamy 2 mozliwosci) i na koncu w ostatnie wolne miejsce
wstawiamy jedna liczbe ze zbioru {2,3,4,5} (mamy cztery mozliwosci); wreszcie z re-
guly mnozenia wynika, ze |P| = 3-2-4 = 24. Zbiér ) ma 3 elementy: wybieramy miejsce
dla jedynki (mamy 3 mozliwosci) i w pozostate wolne miejsca wstawiamy szostki. W po-
dobny sposéb pokazujemy, ze zbiér R tez ma 3 elementy. Zatem

|ANB| =|P|+ Q|+ |R| =24+ 3+ 3 = 30.

Wreszcie ‘ ’
ANB 30
P(A|B)= —— = —.
( | ) ‘lg| 91

To konczy rozwigzanie zadania.

Rozwigzanie. Sposéb II. Szukane prawdopodobienstwa P(B) i P(A N B) mozna
obliczy¢ za pomoca odpowiednio narysowanego drzewa:

216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216

(litera x oznacza liczbe oczek rézng od 1 i od 6). Sumujac prawdopodobienstwa pod
galeziami odpowiadajacymi zdarzeniu B, otrzymujemy P(B) = %. Sumujac nastepnie
prawdopodobienstwa pod galteziami odpowiadajacymi obu zdarzeniom A i B, otrzymu-

jemy P(ANB) = 2%. Zatem

P(A\B):%:%).

Popatrzmy na kilka uogélnien tego zadania.

NARCDOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY * gk
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Zadanie 16a. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze jesli rzucimy n razy syme-
tryczng szeScienng kostka do gry, to otrzymamy co najmniej jedng ,jedynke” pod wa-
runkiem, ze otrzymamy co najmniej jedna ,szostke”.

Rozwigzanie. Niech przestrzen zdarzen elementarnych () bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw (aq, ..., ay,) dlugosci n takich, ze aq,...,a, € {1,2,3,4,5,6}. Z reguly mnozenia
wynika, ze |Q] = 6™. W tej przestrzeni rozwazamy nastepujace dwa zdarzenia:

A : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (ay,...,a,) co najmniej jeden wyraz jest
jedynka (tzn. a; = 1 dla pewnego i =1,...,n),
B : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (aq,...,a,) co najmniej jeden wyraz jest

szostka (tzn. a; = 6 dla pewnego i = 1,...,n).

Tak jak poprzednio, naszym zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunko-
wego
P(ANB) |AnNB]

PATEI="pE) = 1B

Zadanie to sprowadza si¢ znéw do obliczenia |A N B| oraz |B|. Najpierw obliczymy |B|.
Tym razem pokaze jeden sposéb obliczenia |B|.

Zauwazmy, ze zbiér B’ sklada sie z ciagdéw (aq,...,a,), w ktérych kazdy wyraz nalezy
do zbioru {1,2,3,4,5}. Zatem z reguly mnozenia otrzymujemy

|B| = Q| —|B'| = 6" — 5.
W podobny sposdb dostajemy
|A'| =5" oraz |A'NB'| =4".
Nastepnie z zasady wlaczen i wylaczen otrzymujemy

IANB| = |Q| - |(ANB)| = 6" —|A'UB'| = 6" — (|A'|+|B'| - |A'NB'|) = 6" —2-5" +4".

Wreszcie 6% — 9. 5% 4 4 —
PA|B =2 —=02 % 4 2 7%
6n _ 5n 67’L _ 5n
Dla n = 3 otrzymujemy:
343 125 — 64 1
PA|B)y=1-> -4 _,_1»-6 ., 6130
63 — 53 216 — 125 91 91

Zadanie 16b. Mamy urne zawierajaca m kul ponumerowanych liczbami od 1 do m. Lo-
sujemy n razy (ze zwracaniem) kule z tej urny. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe,
ze wylosujemy co najmniej jeden raz kule z numerem ze zbioru {1,...,k} pod warun-
kiem, ze wylosujemy co najmniej jeden raz kule z numerem ze zbioru {m—1_+1,...,m}.
Rozwigzanie. Niech przestrzen zdarzen elementarnych () bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw (aq,...,a,) dlugosci n takich, ze a,...,a, € {1,...,m}. Z reguly mnozenia
wynika, ze [Q2] = m™. W tej przestrzeni rozwazamy nastepujace dwa zdarzenia:
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A : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciaggu (aq, . . . , a,) co najmniej jeden wyraz nalezy
do zbioru {1,...,k} (tzn. a; < k dla pewnego i =1,...,n),
B : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (a1, . .., a,) co najmniej jeden wyraz nalezy

do zbioru {m —1+1,...,m} (tzn. a; > m — [ dla pewnego i = 1,...,n).

Tak jak poprzednio, naszym zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunko-
wego
P(ANB) |ANB]

P(B) | Bl

P(A|B) =

Zadanie to sprowadza si¢ znéw do obliczenia |A N B| oraz |B|. Najpierw obliczymy |B|.

Zauwazmy, ze zbiér B’ sklada sie z ciagdéw (aq,...,a,), w ktérych kazdy wyraz nalezy
do zbioru {1,...,m — l}. Zatem z reguly mnozenia otrzymujemy

Bl = Q] — [B'| =m" — (m —1)".
W podobny sposéb dostajemy
|A'| = (m — k)" oraz |A'NB'|=(m—-k-10)".
Nastepnie z zasady wlaczen i wylaczen otrzymujemy

[ANB[ =0 - [(AnB)[=m" —[A'UB|=m" — (|A'| +|B'| - [A'n B'|) =
=m"—(m—-k)"—-(m-0)+m-k-10)".

Wreszcie

P(A|B):mn—(m—k’)n_(m—l)n+(m_k_[)n:1_(m_k)n_(m_k_l)n

m" — (m —[)n m® — (m —[)»

Zadanie 16c. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze jesli rzucimy 5 razy syme-
tryczng szescienna kostka do gry, to otrzymamy co najmniej dwie ,,jedynki” pod wa-
runkiem, ze otrzymamy co najmniej dwie ,sz6stki”.

Rozwigzanie. Niech przestrzen zdarzen elementarnych () bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw (a1, ...,as) dlugosci 5 takich, ze aq,...,a, € {1,2,3,4,5,6}. Z reguly mnozenia
wynika, ze || = 6°. W tej przestrzeni rozwazamy nastepujace dwa zdarzenia:

A : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (a,...,as) co najmniej dwa wyrazy sa
jedynkami (tzn. a; = a; = 1 dla pewnych 4, j takich, ze 1 <1i < j <5),
B : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (aq,...,as) co najmniej dwa wyrazy sa

szostkami (tzn. a; = a; = 6 dla pewnych i, j takich, ze 1 <i < j <5).
Tak jak poprzednio, naszym zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunko-
wego
P(ANB) |AnNB]
P(B) | B

P(A|B) =

Zadanie to sprowadza si¢ znéw do obliczenia |A N B| oraz |B|. Najpierw obliczymy |B|.
Tym razem pokaze jeden sposéb obliczenia | B|.
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Zauwazmy, ze zbiér B’ sklada sie z ciagéw (aq,...,as), w ktorych albo kazdy wyraz
nalezy do zbioru {1,2,3,4, 5}, albo jeden wyraz jest szostka i pozostale naleza do zbioru
{1,2,3,4,5}. Zatem korzystajac z regul dodawania i mnozenia otrzymujemy

1Bl = Q| — |B| =6° — (5°+5-5%) = 6° — 10- 5* = 7776 — 6250 = 1526.

W podobny sposéb dostajemy
|A'| =10 - 5%,

Obliczenie |A’ N B’| jest trudniejsze. Do zbioru A’ N B’ naleza ciagi (a1, ...,ay) takie,
ze:

e wszystkie wyrazy ciggu (aq,...,as) sa rézne od 1 i od 6; istnieje 4° takich ciagéw,

e wszystkie wyrazy ciagu (aq,...,as) sa rézne od 1 i dokladnie jeden jest réwny 6;
istnieje 5 - 4* takich ciagéw,

e wszystkie wyrazy ciagu (aq,...,as) sa rézne od 6 i dokladnie jeden jest réwny 1;
istnieje 5 - 4* takich ciagow,

e dokladnie jeden wyraz ciagu (aq,...,as) jest rowny 1 i doktadnie jeden jest rowny

6; istnieje 5 - 4 - 43 takich ciagéw.

Lacznie zatem mamy
|ANB|=4>+2-5-4*4+5-4-4% = (16 + 40 + 20) - 4°> = 76 - 4°.
Nastepnie z zasady wiaczen i wylaczen otrzymujemy

IANB| =0 - |(ANB)|=6°—[AUB'|=6"— (|A'|+|B'| - |[A' nB'|) =
=6°—2-10-5*+ 76 - 4% = 7776 — 12500 + 4864 = 140.

Wreszcie 140 10
P(A|B)=—— = — =~ 0,091743.
(41B) 1526 109
Zadanie 16d. Mamy urne zawierajaca m kul ponumerowanych liczbami od 1 do m.
Losujemy n razy (ze zwracaniem) kule z tej urny. Oblicz prawdopodobienstwo warun-
kowe tego, ze co najmniej dwa razy wylosujemy kule z numerem 1 pod warunkiem, ze

co najmniej dwa razy wylosujemy kule z numerem m.

Rozwigzanie. Niech przestrzen zdarzen elementarnych () bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw (aq,...,a,) dlugosci n takich, ze ay,...,a, € {1,...,m}. Z reguly mnozenia
wynika, ze [Q] = m™. W tej przestrzeni rozwazamy nastepujace dwa zdarzenia:

A : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (ai,...,a,) co najmniej dwa wyrazy sa
réwne 1 (tzn. a; = a; = 1 dla pewnych i, j takich, ze 1 <i < j <n),
B : zdarzenie polegajace na tym, ze w ciagu (aq,...,a7) co najmniej dwa wyrazy sa

réwne m (tzn. a; = a; = m dla pewnych ¢, j takich, ze 1 <i < j <n).

Tak jak poprzednio, naszym zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunko-
wego
P(ANB) |ANB]

PAIB) = =55 B
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Zadanie to sprowadza sie znéw do obliczenia |A N B| oraz |B|. Najpierw obliczymy |B|.

Zauwazmy, ze zbiér B’ sklada sie z ciagdéw (ai,...,a,), w ktérych albo kazdy wyraz
nalezy do zbioru {1,...,m — 1}, albo jeden wyraz jest réwny m i pozostale naleza do
zbioru {1,...,m — 1}. Zatem korzystajac z regul dodawania i mnozenia otrzymujemy

Bl =1Q|—|B|=m"—(m—-1)"4+n-(m-1)""H=m"—(m+n—-1)-(m—1)""".
W podobny sposéb dostajemy
|A|=(m+n—-1)-(m—-1)"""1

Obliczenie |A" N B’| jest trudniejsze. Do zbioru A’ N B’ naleza ciagi (aq,...,a,) takie,
ze:

e wszystkie wyrazy ciagu (aq,...,a,) sa rézne od 1 i od m; istnieje (m — 2)™ takich
ciagow,

e wszystkie wyrazy ciagu (aq,...,a,) sa rézne od 1 i dokladnie jeden jest réwny m;
istnieje n - (m — 2)"~! takich ciggéw,

e wszystkie wyrazy ciagu (aq,...,a,) sa rézne od m i dokladnie jeden jest réwny 1;
istnieje n - (m — 2)"~! takich ciagéw,

e dokladnie jeden wyraz ciggu (aq,...,a,) jest réwny 1 i dokladnie jeden jest réwny

m; istnieje n - (n — 1) - (m — 2)"~? takich ciaggéw.
Lacznie zatem mamy
|A’ﬂB|— m—2)"+2-n- (m—2)"_1+n-(n—l)-(m—Z)”_l:
—2)"2. ((m—2)*+2n(m—2) +n(n—1)) =
—2)"2 . (m* —4dm+4+2mn—4An+n® —n) =
—2)"7% (
-2)

n—
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"2 ((m+n)* —4(m+n)+4—n) =
( n—2 ((m+n—2) —n).
Nastepnie z zasady wilaczen i wylaczen otrzymujemy
IANB|=1Q - [(AnB)|=m"—|AUB'|=m" - (|A'|+|B'| - |[A'nB'|) =
=m"—2m+n—-1)-(m—1)""+ ((m+n—-2)>—n) - (m—2)"""

3

Wreszcie

m*—2(m+n—1)-(m—=1)""1+ ((m+n—2)2—n) - (m—2)"2

m*—(m+n—1)-(m—1)»"1

(m+n—-1)-(m=1)""1—((m+n-2)2-n)-(m—2)""2
m"® —(m+n—1)-(m—1)""1

P(A|B) =

=1—-

Jesli przyjmiemy m = 6 i n = 5, to otrzymamy

4 _ (02 _EY\. 43 B ' B
PA|B) =1 105 (P -5) 8 62507664 6250 — 4864 _
65 —10- 54 7776 — 6250 1526
B 1386 14.99 9 10
N 1526 14-109 109~ 109°
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